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Complexidade de Estruturas Algoritmicas

Entre as medidas de complexidade, a complexidade no pior caso é o critério de
avaliacdo mais utilizado. Neste trabalho sera apresentada uma metodologia de cdlculo de
complexidade pessimista, baseada em estruturas algoritmicas.

1. Equagdes de Complexidade Pessimista:

Analisando a estrutura do algoritmo é possivel obter a sua complexidade, passo a
passo, através da complexidade de suas componentes. E necessario, para tal, a complexidade
de suas componentes basicas e saber como combinar complexidades de componentes.

Neste ambito serd realizado um estudo das principais estruturas algoritmicas:
atribuicao, sequéncia, condicional, for e while a fim de estabelecer equa¢des de complexidade
para cada uma dessas componentes basicas.

1.1 Atribuigao

A atribuicdo é apresentada na forma:
a <b;

A complexidade associada a esta estrutura depende do tipo dos dados atribuidos.
c(ae<b) =c(<) + c(b) (1.1-1)

Onde c(«) é a complexidade da atribuicdo para um tipo de dado a. Assim, c(«<) pode ser a
complexidade da insercdo de um nodo num grafo se a é tipo grafo, a atualizacdo de uma
matriz se a € uma matriz, ou uma operacdo simples, como a atribuicdo de um valor inteiro a
uma varidvel. A atribuicdo pode ainda requerer uma avaliagdo de b, que pode ser uma
expressdo ou uma funcdo. Nestes casos, existe um esfor¢co computacional associado a
operacgdo de atribuicdo c(«) propriamente dita e um esforco associado a avaliacdo de b.

Exemplos:

a) Paravaridveis inteirasie j:
i <0 ({inicializacdo},
j< i {transferéncia}.

Ambas tem complexidade constante: ©(1).

b) Para lista v de inteiros e varidvel inteira m:
m «<Max(v) {valor maximo}.

Esta atribui¢cdo envolve (sendo n o comprimento da lista em v):
- determinar o maximo da lista v, com complexidade ©(n);
- transferir este valor, com complexidade ©(1).
Portanto sua complexidade tem ordem linear, que é a de maior ordem: ©(n).

c) Paralistasu,vew:
u <« v {transfere lista},
we« Reversa(v) {inverte lista}.



A atribuicdo de transferéncia transfere cada elemento da lista v, tendo complexidade O(n),
para uma lista v.com comprimento n.
A atribuicdo w < Reversa(v) envolve (sendo n o comprimento da lista em v):
- inverter a lista, com complexidade ©(n);
- transferir os elementos da lista invertida, com complexidade ©(n).
Sua complexidade tem ordem n + n, isto é O(n).

1.2 Sequéncia

Esta estrutura tem a forma:
a; b;

A complexidade da sequéncia é a soma das complexidades de suas componentes. A execuc¢do
de a, entretanto pode alterar o volume de dados para b, entdo:

c(a; b) (n) =c(a) (n) + c(b) (t(n)) onde, t(n) é o tamanho da entrada apds a execugdo de a,
dado que antes da execugdo eran. (1.2-1)

A ordem de execucdo de uma sequéncia é importante no cdlculo da complexidade, a qual
pode variar sensivelmente com uma alteracdo dessa ordem. A complexidade varia quando a
execucdo de a altera o tamanho do problema sobre qual b vai atuar.

Exemplos:

a) Considere o trecho de algoritmo:
v Reversa(u); w < Ordene(v);

onde Reversa e Ordene tem complexidades ©(n) e O(n?), respectivamente.
O algoritmo composto tem complexidade de ordem n + n?, isto é O(n?).

b) Dados algoritmos Prim(u) e Buscab(a,v), considere a sequéncia
v « Prim(u); Buscab(a,v).

Vamos supor que:

- Prim(u) dd como saida a primeira metade da lista em u, com comprimento [n/2], e tem
complexidade ©(n) ( sendo n o comprimento da lista em u);

Buscab(a,v) procura a na lista v, com complexidade O(logm), para lista v.com comprimento
m.
Assim, o algoritmo tem complexidade de ordem: n + log n/2], ou seja, O(n).

1.3 Condicional

A estrutura condicional pode apresentar-se de diversas formas, sendo a mais usual:
if athen b else ¢

A complexidade desta estrutura é definida pela complexidade da avaliagdo da condi¢do a mais
a complexidade de b ou a complexidade de ¢, conforme o critério de complexidade a ser
utilizado. Como estd se tratando de complexidade no pior caso, a complexidade é definida
como a complexidade de a mais a complexidade maxima entre b e c. Ou seja;

c(if athen b else c¢) = c(a) + max(c(b),c(c)) (1.3-1)



Ocorre, porém, que max ndao tem uma interpretacdo padrdo nesse caso, que c(b) e c(c) ndo
sdo simples naturais, mas sim funcdes de IN em IN.
Frequentemente, a partir de certo ponto, f(n) fica sempre maior do que g(n), ou vice-versa.
Entdo, parece razoavel tomar f ou g como max(f,g), conforme o caso. Entretanto, pode
acontecer a ndo existéncia dessa dominancia.
Para exemplificar esta situacao, pode-se imaginar um algoritmo que manipula grafos e efetua
duas operacdes, uma cuja complexidade depende exclusivamente do nimero de arestas e
outra cuja complexidade varia exclusivamente com o nimero de nodos. A funcdo da entrada
do algoritmo tem duas componentes: nimero de arestas e nimero de nodos, combinados de
alguma forma (somados, por exemplo). O algoritmo constitui-se de um condicional cujo ramo
then efetua uma das operacgdes, por exemplo aquela dependente do nimero de arestas, e o
ramo else efetua a outra operag¢do. Aumentando o nimero de arestas, aumenta somente a
complexidade do ramo then e aumentando o nimero de nodos, somente aumenta a
complexidade do ramo else. Desta forma, aumentando convenientemente a entrada, a
complexidade de cada ramo pode superar a do outro. Nesse ponto, o maximo ponto a ponto
pode ser usado, i.e., a fungao:

max(f,g)(n) := max(f(n),g(n)).

Uma solucdo simplista, mas muitas vezes usada, é utilizar como mdaximo a soma ponto a
ponto das duas fun¢des: max (f,g) = f + g, com

(f+g) (n) := f(n) + g(n).

Na verdade, hd varias possiveis escolhas para maximo assintdtico de fungbes de naturais. Para
definir o maximo entre fungdes, é preciso ter uma relacdo de ordem entre elas.
A estrutura condicional também pode apresentar-se num modo mais simples sem a presenga
do else:

if a then b neste caso, a complexidade desta estrutura é simplificada:

c(if athen b) = c(a) + c(b) (1.3-2)

1.4 Iteracdo N3o Condicional ou Definida (Estrutura For)

O caso mais simples de iteracdo ndo condicional (ou definida) é:
fork=itojdoa

A execucdo da iteracdo causa a execucdo de a (j-i+1) vezes, com o valor de k variando de i até
j. Considerando-se que os valores de i e j ndo sdo alterados na execucdo de a, o niumero de
iteracGes é determinado por (j-i+1). Pode ocorrer, entretanto, a situacdo onde a complexidade
de execucdo de a varia a cada iteragdo, por exemplo, alterando o tamanho da entrada, entao
tem que ser considerada a complexidade de cada iteragcdo executada. Por estas razbes, a
complexidade desta estrutura tem dois casos a serem considerados: Se a complexidade de
execuc¢do de a ndo varia durante a iteragao:
c(fork=itojdoa) = (j-i+1). c(a) (1.4-1)

Se a complexidade da execugdo de a varia durante a iteragao, tem-se que:
c(fork=itojdoa)(n)= ]k;lo c(a)(t*(n)) (1.4-2)



onde t(n) é o tamanho da entrada apds a execugdo de a dado que antes da execugdo eran e
th (n)=t(t*~1 (n)) sek>1e tn)=netk (n) =tk (t(n)).

Exemplos:

a) Para variavel inteira m:
para k de 1 até 20 faca

m <m+1
Sua complexidade tem ordem constante O(20) devido ao cdlculo da equagdo de
complexidade resultar na constante 20, pois o numero de iteragdes (j-i +1=20) vezes 1

(complexidade de a, que é uma atribuicdo) =20.

b) Considere a iteracdo definida:
para k de 1 até n-1 faca
Troca(A[k], A[k+1]);

Onde Troca(A[p], Alq]) troca de posicdo os elementos A[p] e A[q] no vetor a[l1..n], com

complexidade constante O(1), digamos.
Assim, cada iteracdo mantém fixo o tamanho do vetor A[1..n] de entrada.

Sdo executados (n-1) trocas sucessivamente:
Troca(A[1], A[2]), Troca(A[2], A[3]),........ , Troca(A[n-1], A[n]);
Cada uma delas com mesma complexidade O(1).

A iteracdo definida tem complexidade de ordem:
1+1+1...41  (n-1) vezes

Assim teremos complexidade:
c(para k de 1 até n-1 faga Troca(A[k], A[k+1])) =

=0((n-1).1) = O(n).

c) Considere a iteragdo definida:
para k de 1 até n fagca a onde

c(a) € um polindmio de grau m, i.e. c(a) (n) = O(n™); e
tam(a(d)) = tam(d) — 1 (portanto a(n)= n-1 e a¥ (n)=n-k).
Neste caso, temos

c(para k de 1 até n faga a) (n) =0(Xj—1(n — 1)™).

Pode-se mostrar que Yj_;(n—1)™ = O(n™*1). Portanto a complexidade para a

iteracdo é O(n™*1).
1.5 Iteragdo Condicional ou Indefinida (Estrutura While)

As estruturas de iteracdo condicional (ou indefinida) podem assumir varias formas. A
forma vista a seguir serd o while, mas o tratamento para as demais estruturas é similar.

whileado b

Neste tipo de iteracdao b sera executado sucessivamente enquanto a condi¢do a for
satisfeita, possivelmente com alteragao no volume dos dados.



c(while a do b)(n) = c(a) (t*(n)) + Zf-‘;ol c(a) + c(b)(t'(n)) (1.5-1)

Exemplos:

a) Fatorial de natural n:
f «1; ien {inicializagcGes};
enquanto i >1 faga f « f.i; i«<i-1fim enquanto {itera¢do}.

Sua complexidade tem ordem (n-1) . 1 : O(n).

b) Considere a seguinte iteracdo indefinida
enquanto 1<i <nfaca
Buscas(A[il, B[i..n]); i<i+1 fim enquanto

Onde Buscas procura a na parte [i..n] (de j até n) do vetor B, com complexidade O(m)
(onde m:=n-i+1).
Assim, cada iteracdo consiste de uma busca em um vetor de dimensdo m:= n-i+1.
Desprezando o teste, a iteracdo indefinida tem complexidade pessimista.
c(enquanto 1<i <n faga Buscas(A[i], B[1..i]); i«<i+1 fim enquanto) =

= O(Z?z(g)_l c(Buscas(A[i], B[1..1]); i « i + 1)) (s'(n)).
Neste caso, temos:

c(Buscas(A[i], B[1..i]); i<i+1 ) (m)= O(m);
h(n)=n e s(m)=m-1 (dando st(m) = m —i).)

Logo c(Buscas(A[i], B[1..i]); i«<i+1) ) (s'(n)) = O(n-1)
Como Yl (n — i) =0(n?).

Portanto, a ordem de complexidade desta iteracdo indefinida é quadratica O(n?).
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